
 
 

 

HAMILTONIANO RELATIVISTA 

 

 

 

El objetivo de este apunte es meramente tener un breve resumen de cómo 

tratar átomos pesados en un sistema de muchos electrones. 

 

 

 

Es de tipo RESUMEN INFORMATIVO, para que tener una idea básica y 

recurrir, con la bibliografía correspondiente al detalle de los métodos que 

hoy se aplican exitosamente a metales de transición, átomos pesados, etc.  



 
 

 

 

Átomos hidrogenoides 

 

 



 
 

Energías orbitales Hartree-Fock 

 

 

Orbitales Hidrogenoides 

 



 
 

 

CONTRACCIÓN ORBITAL 

 

 

Splitting Spin-órbita 

 



 
 

Contracción Ln-An 

 

 

 

Hamiltoniano relativista 

La Teoría de la Relatividad ha adicionado una nueva dimensión en Física Atómica 

y Molecular. 

 

La necesidad de estudiar sistemas que contienen cualquier átomo de la Tabla 

Periódica requiere la inclusión de efectos relativistas. Los mismos son clave en el 



 
 

caso de átomos pesados, dado que la velocidad de los electrones es comparable a 

la velocidad de la luz, c, en la vecindad de esos átomos. 

Hay que distinguir efectos escalares asociados al incremento de masa de los 

electrones rápidos, y efectos spin-órbita asociados a la inducción magnética. Estos 

últimos no pueden describirse correctamente sin la inclusión de los efectos 

relativistas.  

 

Hamiltoniano electrónico en la aproximación de Born-Oppenheimer 

 

El operador de un electrón ya no es un operador escalar como hemos visto, sino 

que se describe por medio de una matriz de 4x4 en Hamiltoniano de Dirac-Fock. El 

incremento en la dimensión de las funciones de un electrón (orbitales) se debe a 

que incluyen explícitamente el spin y a que por cada partícula (electrón) existe una 

antipartícula (positrón). 

Hamiltoniano en 4 componentes 

- Dirac desarrolló el tratamiento para un electrón: 

-  

Consideremos la expresión de la energía relativista de la partícula libre 

 

  
Corresponde a las energías 

 

 
Son 2 bandas, separadas por un GAP= 2mc2. En Mecánica Clásica 

descartamos la solución de energías negativas, pero eso no se puede hacer 

en Mecánica Cuántica. 



 
 

Haciendo un desarrollo de Taylor de la solución positiva de la energía se 

obtiene su relación con la energía no relativista, p2/2m,  

 

 
El primer término es la masa en reposo y el segundo es la energía cinética.  

En este último aparecen contribuciones que tienden a ZERO cuando c∞. 

Dado que la energía es relativa, no hay un origen para medirla, se puede 

alinear la energía relativista con la no relativista haciendo  

𝐸+ = 𝐸 − 𝑚𝑐2;   ó  𝐸− = 𝐸 + 𝑚𝑐2  

Para las energías positivas (describen electrones) y negativas (describen 

positrones), respectivamente. 

 

 
 

 

 

La cuantización de la expresión no relativista para la partícula libre se obtiene 

fácilmente reemplazado las variables de coordenadas y momentos por los 

operadores cuánticos, y se obtiene la ecuación de Schrödinger para la 

función de onda que describe a la partícula libre,   
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Una de las formas de encontrar la expresión relativista es utilizando la 

Identidad de Dirac: 

 

 
 

donde aparecen las 3 matrices de Pauli en el vector σ. 

 

Un caso particular de la identidad es 

 
Interpretando que el spin está escondido en p2, y que aparece ante la 

presencia de un campo magnético. 

 Se puede escribir la expresión relativista para la ecuación de Schrödinger 

utilizando la identidad de DIRAC y reordenando la expresión 

 

 
 

en la forma 

 
 

 
En esta expresión se introduce una segunda función Φ2, con la que se 

obtienen 2 ecuaciones acopladas. 



 
 

 
 

y el 3er paso es combinarlas linealmente 

 
 

 

A partir de las cuales se definen  las componentes Large y Small 

 

 
Y se escribe la forma matricial de las ecuaciones previas: 

 

 
 

Y también la forma convencional de la ecuación de Dirac 

 
Con 

 

 
( O2 es la matriz identidad de 2x2 )  



 
 

 
 

 

Para los problemas de Molecular y Atómica se introduce el campo 

electromagnético 

 
donde aparece la carga q. 

La ecuación de Dirac describe tanto a los electrones como a los positrones. 

 

Para estudiar la estructura electrónica en átomos, moléculas y materiales, se 

considera la aproximación de Born Oppenheimer. El Hamiltoniano de un 

electrón es el de Dirac, hD 

 

ecuación de un electrón de DIRAC en el campo molecular: 

 

 

 
 

 

Hamiltoniano electrónico 

 La ecuación de Hartree Fock para 4 componentes se obtiene a partir de la 

ecuación previa de un electrón de DIRAC. Se llama ecuación de DIRAC 

FOCK (DHF) 



 
 

 

Para valores positivos de E, 𝑬+, B(E) es del orden de 1 demostrando que la 

componente SMALL es en promedio un factor c más pequeña que la LARGE.  

 

Para energías negativas, 𝑬− ,  

y por lo tanto de orden c2.  

 

Así se relaciona el “tamaño” de las componentes SMALL y LARGE. 

 

Se cumple 

 

para      

 

Que restringe los valores de energía a la rama positiva, para la cual 

 y el potencial 𝛷𝑛𝑢𝑐 es no singular. 

Los orbitales son espinores con una parte radial y otra angular: 

 

 
 

Soluciones para la parte radial 

 



 
 

 

 
 

 

Para el Hamiltoniano modelo independiente del tiempo 

 
Donde aparecen los operadores de uno y dos electrones, la diferencia entre 

el tratamiento relativista y no relativista está en el cálculo de las integrales en 

ambos operadores  y .  

 

Los métodos aproximados están enfocados en el cálculo de . 

 

 
acopla el spin y las componentes Large y Small. 

 

no acopla componentes L y S. No depende del spin.  

Se han desarrollado diferentes aproximaciones para tratar las contribuciones 

de uno y dos electrones. 

 

Las ecuaciones de HF, se llaman comúnmente Dirac Hartree.Fock,  DHF,  

(o DIRAC KHON SHAM cuando se utiliza DFT) se resuelven para 

autoestados electrónicos y positrónicos. Por lo tanto, la búsqueda del mínimo 

variacional de la energía de los estados electrónicos no conduce al mínimo 

global. NO vamos a desarrollar la metodología, pero el camino es el balance 



 
 

cinético de la base, con el objetivo de obtener un nivel que separe la energía 

no relativista de la primera energía perturbada relativista. La condición que 

soluciona el problema ya la mencionamos y está ligada a la componente 

LARGE. 

 

 
 

Existen diferentes aproximaciones, que se conocen como métodos quasi-

relativistas, y son sumamente útiles y aceptados en la comunidad . Ellos son 

1- Douglas-Kroll-Hess (DKH) 

2- ZORA e IORA 

3- Coulomb-Breit, es muy aceptado. Representa la interacción de Coulomb electrón-

electrón por medio del término no relativista más dos correcciones relativistas. 

 

Método de 4 componentes 

Hoy día de hoy es un área en desarrollo metodológico muy importante. SI 

bien tiene algunas aproximaciones, es muy oimportante para estudiar 

problemas como i) correlación dinámica y no dinámica, ii) cálculo de 

propiedades respuesta (ej, cantidades que se terminan 

espectroscópicamente), iii) descripción de estados excitados. 

Aquí se describe brevemente.  

 

Los orbitales ahora se representan por medio de spinores:  

 

 
 

-La cantidad de funciones es típicamente 4 veces la que se utiliza en cálculos 

no relativistas.  

-La función de onda tiene una forma matemáticamente similar al 

determinante no relativista. 

-La forma de las ecuaciones en segunda cuantización es similar a la vista en 

teoría no relativista. 



 
 

 

 



 
 

 

  

NR significa NO RELATIVISTA: 



 
 

 

Ecuaciones SCF 

 

Operador de Fock en 4 componentes 



 
 

 

Visualización Densidad de Uranil (UO2) 
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